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К распределению нулевых множеств
голоморфных функций. III. Теоремы обращения
Пусть M — субгармоническая функции в области D ⊂ Cn с мерой Рисса νM , Z ⊂ D.
Как было показано в первой из предшествующих статей, если существует голоморфная
функция f 6= 0 в D, f(Z) = 0, |f | 6 expM на D, то имеет место некоторая шкала инте-
гральных равномерных оценок сверху распределения множества Z через νM . В настоя-
щей статье показано, что при n = 1 этот результат «почти обратим». Из такой шкалы
оценок распределения точек последовательности Z := {zk}k=1,2,... ⊂ D ⊂ C через νM
следует, что существует ненулевая голоморфной функции f в D, f(Z) = 0, |f | 6 expM↑
на D, где функция M↑ > M на D строится через усреднения функции M по быстро
сужающимся кругам при приближении к границе области D с некоторой возможной
аддитивной логарифмической добавкой, связанной со скоростью сужения этих кругов.
§ 1. Введение
В настоящей статье используются обозначения, определения, соглашения и результаты из
[1] с их естественными адаптациями для комплексной плоскости C и ее одноточечной ком-
пактификации Александрова C∞ := C∪{∞}. Основная цель — дать обращения результатов
исходной работы [1] для областей D ⊂ C∞ в форме критерия в субгармонической версии,
а также в виде, близком к критерию, когда рассматриваются голоморфные функции в D.
Мы не используем в доказательствах краткое сообщение [2] (в печати), дополняющее [1], и
некоторые специальные частные версии результатов настоящей статьи из arXiv.org [3; § 3].
1.1. Обозначения, определения, соглашения. Всюду N := {1, 2, . . . }— натуральные
числа, R ⊂ C — вещественная прямая, R+ := {x ∈ R : x > 0} — положительная полуось,
R+∗ := R+ \ {0}, R±∞ := {−∞} ∪ R ∪ {+∞}, R++∞ := R+ ∪ {+∞} (1.1)
с естественно дополненными неравенствами −∞ 6 x 6 +∞ для любого x ∈ R±∞. Для
r ∈ R+∗ и z ∈ C полагаем D(z, r) := {z′ ∈ C : |z′ − z| < r} — открытый круг с центром z
радиуса r; D(r) := D(0, r), D := D(1) и D(z,+∞) := C. Для z = ∞ нам удобно принять
D(∞, r) := {z ∈ C∞ : |z| > 1/r}, |∞| := +∞, и D(∞,+∞) := C∞ \ {0}. Открытые круги
D(z, r) с r ∈ R+∗ образуют открытую базу окрестностей точки z ∈ C∞. Для S ⊂ C∞ через
intS, closS и ∂S обозначаем соответственно внутренность, замыкание и границу S в C∞.
Для S ⊂ S′ ⊂ C∞ пишем S b S′, если S — относительно компактное подмножество в S′.
(Под)область в C∞ — открытое связное подмножество в C∞. Всюду далее
D 6= ∅— собственная подобласть в C∞ 6= D. (1.2)
Как и в [1], har(S), sbh(S), δ-sbh(S), Hol(S) и Ck(S) при k ∈ N∪{∞}— классы соответственно
гармонических, субгармонических [4], [5], δ-субгармонических [1; 3.1], голоморфных, k раз
непрерывно дифференцируемых функций на открытых множествах из C∞, включающих
в себя S ⊂ C∞, но C(S) — класс непрерывных функций именно на S. Через −∞ и +∞
обозначаем функции, тождественно равные соответственно −∞ и +∞. В этих обозначениях
sbh∗(S) := sbh(S) \ {−∞}, sbh∗(S) := δ-sbh(S) \ {±∞}, Hol∗(S) := Hol(S) \ {0}. (1.3)
Исследование выполнено за счёт гранта Российского научного фонда (проект № 18-11-00002 — первый
автор), а также при поддержке РФФИ (проекты №№ 16-01-00024, 18-51-06002 — второй автор)
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Символ 0 — нулевой вектор или начало отсчета в векторном или аффинном простран-
стве. Положительность в упорядоченном векторном пространстве X всюду понимается
как > 0; +∞ > 0 в1 R++∞
(1.1)⊂ R+±∞. Для A ⊂ X через A+ обозначаем множество
положительных элементов из A. Класс всех функций f : X → Y обозначаем как Y X .
Если F (S) ⊂ RS±∞ := (R±∞)S — какой-либо класс расширенных числовых функций, то
F+(S) ⊂ (R++∞)S — подкласс всех положительных функций из F (S).
Meas(S) — класс2 борелевских вещественных мер на борелевских подмножествах мно-
жества S ⊂ C∞, иначе называемых зарядами [5]; Measc(S) — подкласс мер в Meas(S) с
компактным носителем supp ν b S; Meas+(S) — положительные заряды, т. е. просто меры;
λ — мера Лебега в C, δz — мера Дирака в точке z ∈ C∞.
Пусть f
(1.3)∈ Hol∗(D). Функция f обращается в нуль на последовательности точек Z =
{zk}k=1,2,..., лежащих в D (пишем Z ⊂ D), если кратность нуля, или корня, функции f
в каждой точке z ∈ D не меньше числа повторений этой точки в последовательности Z
(пишем f(Z) = 0). Последовательности Z = {zk}k=1,2,... ⊂ D без предельных точек в D
сопоставляем
[div] дивизор последовательности Z на D — функция из D в N0 := {0}∪N, равная в каждой
точке z ∈ D числу ее повторений в Z и обозначаемая тем же символом Z, а именно:
Z(z) :=
∑
zk=z
1 =
∑
k
δzk({z}), z ∈ D; (1.4)
[cm] считающую меру
nZ(S) :=
∑
zk∈S
1 =
∑
k
δzk(S), S ⊂ D, (1.5)
— число точек из Z, попавших в S. Очевидно, Z(z)
(1.4)≡ nZ({z}), z ∈ D.
Отходя от традиционной трактовки последовательности как функции натурального или
целого аргумента, считаем две последовательности равными, если совпадают их дивизоры
или, что эквивалентно, их считающие меры. Детальнее в [6; 1.1], [7; 0.1.2].
Последовательность нулей, или корней, функции f ∈ Hol∗(D), каким-либо образом пе-
ренумерованную с учетом кратности, обозначаем через Zerof . Так как ln |f | ∈ sbh(D) —
субгармоническая функция, взаимосвязь ее меры Рисса νln |f | при f 6= 0 со считающей ме-
рой ее нулей (1.5) задается равенством [4; теорема 3.7.8], [1; 1.2.4]
νln |f | =
1
2pi
∆ ln |f | (1.5)= nZerof ∈ Meas+(D), ∆ — оператор Лапласа. (1.6)
В частности, f(Z) = 0 эквивалентно неравенству для мер nZ 6 nZerof на D.
1.2. Основные результаты.
Определение 1 (версия понятия выметания [4], [5], [8]). Пусть S b D и F
(1.1)⊂ RD\S±∞ —
некоторый класс расширенных числовых функций на D \ S. Заряд µ ∈ Meas(D) называем
аффинным выметанием заряда ν ∈ Meas(D) для D вне S b D относительно F и пишем
ν S,F µ, если найдется число C ∈ R, с которым∫
D\S
v dν 6
∫
D\S
v dµ+ C для всех v ∈ F , (1.7)
1Метка-ссылка над знаками (не)равенства, включения, или, более общо´, бинарного отношения и т. п.
означает, что данное соотношение как-то связано с отмеченной ссылкой.
2В [1] использовалось обозначение M(S).
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где интегралы в (1.7), вообще говоря, верхние [9]. В частности, для последовательности
Z = {zk}k=1,2,... со считающей мерой nZ из [cm](1.5) заряд µ ∈ Meas(D) называем аффинным
выметанием последовательности Z для D вне S b D относительно класса F и пишем
Z S,F µ, если nZ S,F µ, т. е. найдется число C ∈ R, с которым
∑
zk∈D\S
v(zk)
(1.5)
:=:
∫
D\S
v dnZ
(1.7)
6
∫
D\S
v dµ+ C для всех v ∈ F . (1.8)
Очевидно, отношение предпорядка S,F на Meas(D) строго слабее стандартного отношения
порядка ν 6 µ на Meas(D). Для функции v : D \ S → R±∞ при S b D полагаем
lim
∂D
v := lim
D3z′→z
v(z′) ∈ R, z ∈ ∂D, (1.9)
если последний предел справа существует и один и тот же для любой точки z ∈ ∂D.
Во избежание некоторых чисто технических осложнений, связанных с необходимостью
применения инверсии комплексной плоскости и преобразования Кельвина функций [1; 1.2.2],
будем пока рассматривать только области D ⊂ C, т. е. ∞ /∈ D.
Теорема 1 (критерий для субгармонических функций). Пусть D ⊂ C — область с непо-
лярной границей ∂D ⊂ C∞, M ∈ sbh∗(D) ∩ C(D) — функция с мерой Рисса µ ∈ Meas+(D),
ν ∈ Meas+(D), b ∈ R+∗ . Тогда следующие три утверждения попарно эквивалентны.
s1. Существует такая функция u ∈ sbh∗(D) с мерой Рисса νu > ν, что u 6M на D.
s2. Для любого подмножества S b D, удовлетворяющего условиям
∅ 6= intS ⊂ S = closS b D, (1.10)
мера µ — аффинное выметание меры ν для D вне S относительно класса тестовых
субгармонических положительных функций [1; 2.1]
sbh+0 (D \ S;6 b) :=
{
v ∈ sbh+(D \ S) : lim
∂D
v
(1.9)
= 0, sup
D\S
v 6 b
}
. (1.11)
s3. Существует подмножество S b D из (1.10), для которого мера µ — аффинное выме-
тание меры ν для D вне S относительно класса sbh+00(D \ S;6 b) ∩ C∞(D \ S), где
sbh+00(D \ S;6 b) :=
{
v ∈ sbh+0 (D \ S;6 b) : ∃Dv b D, v ≡ 0 на D \Dv
}
(1.12)
— класс тестовых субгармонических финитных функций [1; 2.1], [3; 3.1].
Замечание 1. Импликация s2⇒ s3 очевидна для любой области D ⊂ C∞ и для любой
меры µ ∈ Meas+(D) без условия непрерывности M на D. То же самое, как показано в под-
разделе 2.1, будет верно и для импликации s1⇒ s2. Лишь при доказательстве импликации
s3⇒ s1 будет использованы как непрерывность M , так и неполярность границы ∂D ⊂ C∞,
что эквивалентно существованию функции Грина gD для области D [4; 4.4], [10; 3.7, 5.7.4].
Теорема 3 из подраздела 2.2 — утверждение более общее, чем импликация s3⇒ s1.
Перейдем к голоморфной версии теоремы 1, в которой возникает некоторый зазор меж-
ду необходимыми и достаточными условиями. Этот, хотя и незначительный, зазор вряд
ли может быть ликвидирован даже для круга D = D в рассматриваемой здесь общей
ситуации. Через dist(·, ·) обозначаем функцию евклидова расстояния между парами то-
чек, между точкой и множеством, между множествами в C. По определению полагаем
dist(·,∅) :=: dist(∅, ·) := inf ∅ := +∞ =: dist(z,∞) :=: dist(∞, z) при z ∈ C.
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1.2.1. Выбор поднятия функции M . Далее r : D → (0, 1] — произвольная непрерывная
функция, удовлетворяющая условию
0 < r(z) < dist(z, ∂D) при всех z ∈ D. (1.13)
L1loc(D) ⊂ RD±∞ — класс локально интегрируемых по мере Лебега λ функций. Функции
M ∈ L1loc(D) сопоставляем ее переменные усреднения по кругам
M∗r(z) :=
1
λ(D(z, r(z)))
∫
D(z,r(z))
M dλ
=
1
pir2(z)
∫ 2pi
0
∫ r(z)
0
M(z + teiθ) tdtdθ, D(z, r(z)) ⊂ D, (1.14)
а также, следуя [11], [12], ее «поднятие» M↑, а именно:
(i) в общем случае D ⊂ C полагаем
M↑(z) := M∗r(z) + ln
1
r(z)
+ (1 + ε) ln(1 + |z|) для всех z ∈ D, (1.15)
где число ε ∈ R+∗ может быть выбрано сколь угодно малым;
(ii) если C∞ \ closD 6= ∅ или область D ⊂ C односвязная в C∞, то
M↑(z) := M∗r(z) + ln
1
r(z)
для всех z ∈ D; (1.16)
(iii) если D = C, то для любого сколь угодно большого числа P > 0 можем положить
M↑(z) := M∗r(z), r(z) :=
1
(1 + |z|)P для всех z ∈ D. (1.17)
Теорема 2 (необходимые/достаточные условия для голоморфных функций). Пусть D
— область в C, M ∈ sbh∗(D) с мерой Рисса µ ∈ Meas+(D), Z = {zk}k=1,2,... ⊂ D, b ∈ R+∗ .
Каждое из следующих трех утверждений h1–h3 следует из предыдущего.
h1. Существует функция f
(1.3)∈ Hol∗(D), для которой f(Z) = 0 и |f | 6 expM на D.
h2. Для любого множества S из (1.10) мера µ — аффинное выметание последовательно-
сти Z для D вне S относительно класса тестовых субгармонических функций (1.11).
h3. Существует множество S из (1.10), для которого µ — аффинное выметание после-
довательности Z для D вне S относительно класса sbh+00(D \ S;6 b) ∩ C∞(D \ S).
Обратно, когда дополнительно ∂D — неполярное множество в C∞ и M ∈ C(D), утвер-
ждение h3 влечет за собой существование функции f ∈ Hol∗(D), обращающейся в нуль на
Z и удовлетворяющей неравенству |f | 1.2.16 expM↑ на D для M↑ из (i)–(iii).
Замечание 2. Импликация h2⇒h3 очевидна. В §§ 3, 4 даются теоремы обращения 4
и 5 исключительно в терминах аффинного выметания относительно классов соответствен-
но функций Грина и определенных логарифмических потенциалов аналитических дисков.
Следствия 1 и 2 из теорем 4 и 5 дают иные варианты импликации h3⇒h1.
§ 2. Доказательства теорем 1 и 2
2.1. Доказательство импликаций s1⇒ s2 и h1⇒h2. В этом подразделе не предпо-
лагается, что функция M непрерывна. Непустая область D ⊂ C произвольная.
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Выберем z0 ∈ D так,что u(z0) 6= −∞ и M(z0) 6= −∞. Выбор регулярной области D˜,
S b D˜ b D, участвующей в формулировке [1; основная теорема], произволен. Тогда из
условия s1 по [1; основная теорема] найдутся числа C,CM ∈ R+, для которых [1; (3.3)]
Cu(x0) +
∫
D\S
v dνu 6
∫
D\S
v dµ+ C CM для всех v ∈ sbh+0 (D \ S;6 b).
Это ввиду ν 6 νu по определению 1 показывает, что ν S,F νu S,F µ для аффинного
выметания S,F для D вне S относительно класса F (1.11)= sbh+0 (D \ S;6 b).
Импликация h1⇒h2 — частный случай импликации s1⇒ s2 для u := ln |f | с мерой Рисса
nZerof
(1.6)
> nZ в рамках определения 1.8 аффинного выметания µ последовательности Z для
D вне S через соотношение (1.8).
2.2. Доказательство импликации s3⇒ s1. Будет доказано более общее утверждение.
Теорема 3. Пусть D ⊂ C∞ — область с неполярной границей ∂D и S b D — под-
множество из (1.10), M ∈ δ-sbh∗(D) — δ-субгармоническая функция с зарядом Рисса
νM ∈ Meas(D), ν ∈ Meas+(D), b ∈ R+∗ . Если заряд νM — аффинное выметание меры ν
для D вне S относительно класса sbh+00(D \ S;6 b) ∩ C∞(D \ S), т. е. существует число
C ∈ R, с которым∫
D\S
v dν 6
∫
D\S
v dνM + C для всех v
(1.12)∈ sbh+00(D \ S;6 b) ∩ C∞(D \ S), (2.1)
то для каждой непрерывной функции r : D → (0, 1], удовлетворяющей условию (1.13), най-
дется функция u ∈ sbh∗(D) с мерой Рисса νu > ν, для которой
u(z)
(1.14)
6 M∗r(z) для всех z ∈ D. (2.2)
Если, в дополнение, M ∈ δ-sbh∗(D)∩C(D), т. е. M еще и непрерывна, то при условии (2.1)
можно подобрать функцию u ∈ sbh∗(D) с мерой Рисса νu > ν так, что u 6M на D.
Доказательство. Будем сначала предполагать, что вместо условия (2.1) для некоторой
непустой подобласти
D0 b intS b S
(1.10)
= closS b D, (2.3)
и некоторого числа C ∈ R имеет место неравенство∫
D\D0
v dν 6
∫
D\D0
v dνM + C для всех v
(1.12)∈ sbh+00(D \D0;6 b), (2.4)
т. е. тестовые финитные функции v не обязательно дифференцируемы, а S b D несколько
сужено до подобласти D0
(2.4)
b D. Для меры ν на D ⊃ D0 всегда можно подобрать точку
z0 ∈ D0 так, что корректно определено значение M(z0) 6= ±∞, т. е. z0 ∈ D0 ∩ domM в
обозначении из [1; 3.1], а также для некоторого числа r0 > 0 выполнено(∫ r0
0
ν(z0, t)
t
dt < +∞
)
⇐⇒
(∫
D(z0,r0)
ln |z′ − z0|dν(z′) > −∞
)
, D(z0, 3r0) b D0. (2.5)
Условия (2.5), в частности, обеспечивают существование функции u0 ∈ sbh∗(D) с мерой
Рисса νu0 = ν и свойством u0(z0) 6= −∞ [1; 3.1].
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Далее нам временно потребуется ограниченность функцииM в окрестности точки z0. Для
этого пока преобразуем ее локально с сохранением условия (2.4). Из (2.5) и представления
M = u+−u− в виде разности субгармонических функций u+, u− ∈ sbh∗(D) можно локально
изменить значения функции M в D(z0, 2r0) b D0, а именно: гармонически продолжить
интегралом Пуассона функции u+ и u− внутрь D(z0, 2r0). Обозначаем их соответственно u◦+
и u◦−. ТогдаM◦ := u◦+−u◦− ∈ δ-sbh∗(D) — ограниченная функция в окрестности замкнутого
круга closD(z0, r0), а (2.4) по-прежнему выполнено для всех v∈sbh+00(D \ D0;6 b). Пока
будем обозначать функцию M◦ прежним символом M . Через Jz0(D) обозначаем, как и в
[1], класс всех мер Йенсена µ ∈ Meas+c (D), удовлетворяющих условию u(z0) 6
∫
udµ для
всех u ∈ sbh(D). Будет использована
Теорема A (частный случай [6; теорема 6]). Пусть M ∈ L1loc(D), z0 ∈ D, u0 ∈ sbh(D)
с u0(z0) 6= −∞. Если функция M ограничена в открытой окрестности замыкания closD1
какой-нибудь подобласти D1 b D, содержащей z0, и существует число C0 ∈ R, с которой∫
D
u0 dµ 6
∫
D
M dµ+ C0 для любой меры µ ∈ Jz0(D), (2.6)
то для каждой непрерывной функции r : D → R+∗ , удовлетворяющей условию (1.13), най-
дется функция w ∈ sbh∗(D), для которой
u0 + w 6M∗r на D. (2.7)
В нашем случае роль области D1 будет играть круг D(z0, r0). Кроме того, потребуются
2.2.1. Потенциалы Йенсена. Функцию V ∈ sbh+(C∞ \{z0}) называем потенциалом Йен-
сена внутри D с полюсом в z0 ∈ D [1; определение 3], если выполнены два условия:
1) найдется область DV b D, содержащая z0 ∈ DV , для которой V (z) ≡ 0 при z ∈ C∞\DV ;
2) имеет место логарифмическая полунормировка в точке z0, а именно:
lim sup
z0 6=z→z0
V (z)
lz0(z)
6 1, (2.8o)
где lz0(z) :=
{
ln 1|z−z0| при z0 6=∞,
ln |z| при z0 =∞.
(2.8l)
Класс всех таких потенциалов Йенсена обозначаем через PJz0(D).
Логарифмический потенциал рода 0 вероятностной меры µ ∈ M+c (C∞) с полюсом в
точке z0 ∈ C∞ определяем для всех w ∈ C∞ \ {z0} как функцию
Vµ(w) :=
∫
D
ln
∣∣∣ w − z
w − z0
∣∣∣ dµ(z) = ∫
D
ln
∣∣∣1− z − z0
w − z0
∣∣∣ dµ(z) при z0 6=∞, (2.9o)
где при w =∞ подынтегральные выражения доопределены значением 0,
Vµ(w) :=
∫
D
ln
∣∣∣w − z
z
∣∣∣ dµ(z) = ∫
D
ln
∣∣∣1− w
z
∣∣∣dµ(z) при z0 =∞, (2.9∞)
где при z =∞ подынтегральные выражения доопределены значением 0.
Напомним основные взаимосвязи между Jz0(D) и PJz0(D). Первая — следующее утвер-
ждение о двойственности.
Предложение 1 [13; предложение 1.4, теорема двойственности]. Отображение
P : Jz0(D)→ PJz0(D), P(µ)
(2.9)
:= Vµ, µ ∈ Jz0(D),
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— биекция, для которой P
(
tµ1 + (1 − t)µ2
)
= tP(µ1) + (1 − t)P(µ2) для всех t ∈ [0, 1], а
обратное отображение P−1 определено равенством
P−1(V )
(2.8l)
=
1
2pi
∆V
∣∣∣
D\{z0}
+
(
1− lim sup
z0 6=z→z0
V (z)
lz0(z)
)
· δz0 , V ∈ PJz0(D). (2.10)
Вторая — это расширенная формула Пуассона–Йенсена (2.11).
Предложение 2 [13; предложение 1.2]. Пусть µ ∈ Jz0(D). Тогда для любой функции
u ∈ sbh(D) с мерой Рисса νu при u(z0) 6= −∞ имеем равенство
u(z0) +
∫
D\{z0}
Vµ dνu =
∫
D
udµ. (2.11)
Лемма 1. Пусть M ∈ δ-sbh∗(D) с зарядом Рисса νM , z0 ∈ domM , u0 ∈ sbh(D) с мерой
Рисса ν, u0(z0) 6= −∞, а V ∈ PJz0(D) — потенциал Йенсена и C1 ∈ R. Если∫
D\{z0}
V dν 6
∫
D\{z0}
V dνM + C1, (2.12)
то для меры Йенсена µ
(2.10)
= P−1(V ) ∈ Jz0(D) справедливо неравенство∫
u0 dµ 6
∫
M dµ+ C0, где C0 = C1 −M(z0) + u0(z0). (2.13)
Доказательство леммы 1. При условии z0 ∈ domM функция M представима разно-
стью M = u+ − u− функций u± ∈ sbh∗(D) с мерами Рисса соответственно ν±M ∈ Meas+(D),
для которых имеем u±(z0) 6= −∞. К каждой из функций u± применима расширенная фор-
мула Пуассона –Йенсена предложения 2, следовательно, она применима и к функции M .
Отсюда для меры Йенсена µ
(2.10)
:= P−1(V ) имеем∫
D
u0 dµ
(2.11)
=
∫
D\{z0}
V dν + u0(z0)
(2.12)
6
∫
D\{z0}
V dνM + C1 + u0(z0)
(2.11)
=
∫
M dµ−M(z0) + C1 + u0(z0),
что и доказывает требуемое неравенство (2.13).
Вернемся непосредственно к доказательству теоремы 3. Для области D с неполярной
границей ∂D ⊂ C∞ всегда существует функция Грина gD(·, z0) с полюсом в точке z0.
Далее всюду в нашем доказательстве для краткости записей
g := gD(·, z0) — функция Грина для D с полюсом z0 ∈ D0.
Здесь для нас важны только следующие ее свойства (см. [4; 4.4], [10; 3.7, 5.7]):
(g1) lim
z0 6=z→z0
g(z)
lz0(z)
(2.8l)
= 1 — нормировка в точке z0 (2.8o);
(g2) g ∈ har+(D \ {z0}) — гармоничность и положительность в D \ {z0}.
В частности, из принципа максимума-минимума, ввиду z0 ∈ D0 b D,
0 < constz0,D0,D := B0 := sup
z∈∂D0
g(z) < +∞. (2.14)
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Пусть V ∈ PJz0(D) — произвольный потенциал Йенсена. Тогда ввиду (g1)–(g2)
lim sup
D3z→z0
(V − g)(z)
lz0(z)
(g1)
6 0, V − g (g2)∈ sbh∗
(
D \ {z0}
)
.
Отсюда точка z0 — устранимая особенность для функции V −g ∈ sbh∗(D\{z0}) и, поскольку
lim sup
D3z′→z
(V − g)(z′) 6 lim sup
D3z′→z
V (z′) = 0 для всех z ∈ ∂D,
для функции V − g ∈ sbh∗(D) по принципу максимума V − g 6 0 на D, т. е.
V 6 g на D, V
(2.14)
6 B0 на ∂D0. (2.15)
Следовательно, для рассматриваемой в открытой окрестности D \D0 функции
v :=
b
B0
V ∈ sbh+00
(
D \D0;6 b
)
справедливо неравенство (2.4). Умножая обе его части на B0/b, получаем∫
D\D0
V dν 6
∫
D\D0
V dνM +
B0
b
C для всех V ∈ PJz0(D).
Это неравенство можно переписать в виде∫
D\{z0}
V dν 6
∫
D\{z0}
V dνM +
B0
b
C +
∫
D0\{z0}
V dν +
∫
D0\{z0}
V dν−M
(2.15)
6
∫
D\{z0}
V dνM +
(
B0
b
C +
∫
D0\{z0}
(
g dν + g dν−M
))
для всех V ∈ PJz0(D). (2.16)
Последний парный интеграл здесь конечен ввиду (2.5) и z0 ∈ D0 ∩ domM , а также не зави-
сит от V ∈ PJz0(D). Таким образом, с постоянной C1, равной значению «большой» скобки
в правой части (2.16), выполнено (2.12) для любого потенциала V ∈ PJz0(D). Отсюда по
лемме 1 имеет место (2.13) для любой меры Йенсена µ ∈ Jz0(D). Следовательно, выпол-
нено условие (2.6) теоремы A и найдется функция w ∈ sbh∗(D), для которой имеем (2.7).
При этом c мерой Рисса νw функции w, очевидно, выполнено неравенство ν + νw > ν на
D. Следовательно, функция u◦ := u0 + w с мерой Рисса νu◦ = ν + νw — требуемая в (2.2),
но пока для функции M = M◦, отличающейся от M в круге D(z0, 2r0). Вернемся к преж-
ним обозначениям M 6 M◦. Для непрерывной функции r функции M∗r, (M◦)∗r также
непрерывны в D, поскольку обе они из класса L1loc(D). В то же время субгармоническая
функция u◦ 6= −∞ ограничена сверху в D(z0, 3r0) b D. Следовательно, можно выбрать
достаточно большую постоянную C2 > 0 так, что u0 := u◦−C2 6 (M◦)∗r на D с мерой Рисса
νu0 = νu◦ > ν. По условиям на функцию r найдется подобласть D2 b D, включающая в себя
D(z0, r0), для которой по построению M◦ и определению усреднения на D \D2 выполнено
равенство (M◦)∗r = M∗r, а значит и неравенство u0 6 M∗r на D \D2. Поскольку функция
M∗r непрерывна на D, а u0 ограничена сверху на D1, можно выбрать достаточно большое
число C3 > 0 так, что u := u0−C3 6M∗r на D с мерой Рисса νu = νu0 > ν, что и дает (2.2).
Если функция M ∈ δ-sbh∗(D) непрерывна, то она изначально локально ограничена сни-
зу, что позволяет избежать в доказательстве промежуточного использования функции M◦.
Кроме того, непрерывная функция M локально равномерно непрерывна, что позволяет вы-
брать непрерывную функцию r, удовлетворяющую условию (1.13), с которой M∗r 6 M + 1
на D. Это дает возможность заменить правую часть M∗r в (2.2) на M .
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Пусть теперь выполнено условие (2.1) доказываемой теоремы 3. Выведем из него условие
(2.4), при котором все заключения теоремы 3 уже доказаны.
Пусть v ∈ sbh+00(D\D0;6 b) — произвольная финитная тестовая функция, где подобласть
D0 b intS выбрана как в (2.3). Ввиду финитности функции v найдется подобласть Dv b D,
для которой D0 b Dv, а функция v субгармоническая на D \D0 и тождественно равна нулю
на D \Dv. При этом положим
ε0 :=
1
2
min
{
dist(Dv, ∂D), dist(D0, D \ S)
}
> 0. (2.17)
Рассмотрим бесконечно дифференцируемую функцию a : R+ → R+ с носителем
supp a ⊂ (0, 1) и нормировкой 2pi
∫ +∞
0
a(x)xdx = 1, (2.18)
а также меры αε ∈ Meas+(C), определяемые плотностями
dαε(z)
(2.18)
:=
1
ε2
a
(|z|/ε)dλ(z), 0 < ε < ε0, z ∈ C. (2.19)
Как известно [4; 2.7], [10; 3.4.1], для убывающей последовательности строго положительных
чисел εn −→
n→∞ 0, εn
(2.17)
6 ε0, последовательность субгармонических бесконечно дифференци-
руемых функций-сверток vn := v ∗ αεn , убывая по n ∈ N, поточечно стремиться к функции
v на D \S. В частности, согласно (2.17), v 6 vn на D \S и vn 6 b на D \S как усреднения по
вероятностным мерам (2.19). По построению все функции vn ∈ sbh+00(D\S;6 b)∩C∞(D\S).
По условию (2.1) найдется число C, с которым∫
D\S
vn dν 6
∫
D\S
vn dνM + C
для всех построенных функций vn при всех n ∈ N. Отсюда по разложению Хана –Жордана
для заряда Рисса νM = ν+M − ν−M , ν±M ∈ Meas+(D), имеем∫
D\S
vn d(ν + ν
−
M ) 6
∫
D\S
vn dν
+
M + C
′ для всех n ∈ N,
что ввиду v 6 vn на D \ S дает∫
D\S
v dν 6
∫
D\S
vn dν
+
M −
∫
D\S
v dν−M + C для всех n ∈ N.
Устремляя в первом интеграле справа n к +∞, ввиду убывания последовательности тесто-
вых финитных бесконечно дифференцируемых функций vn к v ∈ sbh+00(D \D0;6 b) имеем∫
D\S
v dν 6
∫
D\S
v dν+M −
∫
D\S
v dν−M + C =
∫
D\S
v dνM + C. (2.20)
Определим постоянные C4, C5 ∈ R+, не зависящие от v, соотношениями
0 6
∫
D0\S
v dν 6 b ν(D0 \ S) =: C4 < +∞, 0 6
∫
D\S
v dν−M 6 b ν−M (D0 \ S) =: C5 < +∞
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Тогда неравенство (2.20) без промежуточной разности интегралов останется в силе, если
интегрирования по D \ S заменить на интегрирования по D \ D0 с заменой постоянной
C на постоянную C + C4 + C5 В силу произвола в выборе тестовой финитной функции
v∈sbh+00(D \D0;6 b) неравенство (2.4) с новой постоянной C +C4 +C5 вместо C выполнено
для всех таких v. Это завершает доказательство теоремы 3.
Замечание 3. В случае функции M ∈ sbh∗(D) в теореме 3 достаточно требовать, чтобы
функция r со свойством (1.13) была лишь локально отделенной от нуля снизу в том смысле,
что для любого z ∈ D найдется число tz > 0, для которого D(z, tz) b D и sup
D(z,tz)
r > 0. Дей-
ствительно, из элементарных геометрических соображений, использующих компактность,
например, с использованием исчерпания области D последовательностью относительно ком-
пактных подобластей, устанавливается
Лемма 2. Для отделенной от нуля снизу функции r на D, удовлетворяющей усло-
вию (1.13), найдется непрерывная и даже бесконечно дифференцируемая функция rˆ 6 r,
по-прежнему удовлетворяющая условию (1.13).
Применяя теорему 3 с непрерывной функцией rˆ вместо r, строим необходимую функцию
u
(2.2)
6 M∗rˆ 6M∗r, где использовано возрастание усреднений (1.14) по r для M ∈ sbh∗(D).
2.3. Доказательство импликации h3⇒h1 с поднятиемM↑. В условиях части «Об-
ратно, . . .» теоремы 2 из утверждения h3 и импликации s3⇒ s1 теоремы 1 следует суще-
ствование субгармонической функции u ∈ sbh∗(D) с мерой Рисса νu > nZ, удовлетворяющей
неравенству u 6M на D. Поскольку по теореме Вейерштрасса всегда существует голоморф-
ная функция fZ ∈ Hol∗(D) с последовательностью нулей ZerofZ = Z, то последнее означает,
что существует функция s ∈ sbh∗(D) с мерой Рисса νs := νu − nZ ∈ Meas+(D), для которой
u = ln |fZ|+ s 6M на D. (2.21)
Лемма 3. Пусть u0, s,M ∈ sbh∗(D) и имеет место неравенство
u0 + s 6M на D. (2.22)
Тогда найдется функция g ∈ Hol∗(D), с которой выполнено неравенство
u0 + ln |g| 6M↑ на D, (2.23)
где поднятие M↑ определено в п. 1.2.1 в зависимости от вида области D по пунктам
(i)–(iii), исходя из произвольного выбора непрерывной функции r : D → (0, 1], удовлетворя-
ющей (1.13), в (1.15), (1.16), а также чисел ε > 0 в (1.15) и P > 0 в (1.17).
Доказательство леммы 3. Случай (i). В силу субгармоничности функции u0, усредняя
по кругам D(z, r) по мере Лебега λ обе части неравенства (2.22), получаем
u0 + s
∗r 6 u∗r0 + s∗r 6M∗r на D. (2.24)
По [14; теорема 3] существует функция g ∈ Hol∗(D), для которой
ln
∣∣g(z)∣∣ 6 s∗r(z) + ln 1
r(z)
+ (1 + ε) ln(1 + |z|), z ∈ D, (2.25)
откуда согласно (2.24) и определению (1.15) получаем (2.23).
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Случай (ii). Ситуация с C∞ \ closD 6= ∅ содержится в [12; теорема 1] и частично в [11;
теорема 1]. Для односвязной в C∞ области D ⊂ C доказательство проходит по той же схеме,
что и в предшествующем случае, но с использованием вместо (2.25) неравенства
ln
∣∣g(z)∣∣ 6 s∗r(z) + ln 1
r(z)
, z ∈ D,
основанного на [14; следствие 3(iii)].
Случай (iii). Ситуация с D = C разобрана в [12; теорема 1] и частично в [11; теорема 1].
По лемме 3 из неравенства (2.21), записываемого в виде (2.22) при u0 := ln |f |, получаем
заключение (2.23), которое означает, что ln |fZg| = ln |fZ| + ln |g| 6 M↑. Таким образом
функция f := fZg ∈ Hol∗(D), обращающаяся в нуль на Z, искомая.
§ 3. Обращение с функциями Грина
В теореме обращения этого § 3 используются лишь продолженные нулем функции Грина
[10] специальной системы относительно компактных регулярных подобластей в D, содер-
жащих некоторую фиксированную подобласть D0 b D с фиксированным полюсом z0 ∈ D0.
Отметим, что каждая такая функция Грина — тестовая субгармоническая финитная функ-
ция для области D вне подобласти D0. Здесь, в отличие от теорем 1–3, область D ⊂ C∞
произвольная. Всюду в § 3 в дополнение к (1.2) предполагаем, что z0 ∈ D0 b D ⊂ C∞ 6= D.
Определение 2 (см. [6; определение 1], [15; определение 1]). Систему регулярных для
задачи Дирихле областей UD0(D) ⊂ {D′ b D : D0 ⊂ D′} называем регулярной оптимально
исчерпывающей в D с центром D0, если
⋃{
D′ : D′ ∈ UD0(D)
}
= D и для любых областей
D1 и D2, удовлетворяющих включениям D0 ⊂ D1 b D2 ⊂ D, выполнены два условия:
1) можно подобрать область D′ ∈ UD′(D) так, что D1 b D′ b D2 и каждая непустая
ограниченная компонента связности множества C∞ \D′ пересекает C∞ \D2,
2) для любой области D′ ∈ UD0(D) найдется такая область D′′ ∈ UD0(D), что имеют
место включения D1 b D′′ b D2 и объединение D′′ ∪D′ также принадлежит UD0(D),
и, кроме того, эта система UD0(D) условно инвариантна относительно сдвига в D, т. е. из
условия D′ ∈ UD0(D), z ∈ C и D0 ⊂ D′ + z b D следует, что D′ + z ∈ UD0(D).
Пример 1. Простым примером регулярной оптимально исчерпывающей системы обла-
стей может служить специальная система всевозможных связных объединений D′ ⊃ D0
конечного числа кругов D(z, t) b D, исключая те области D′, в дополнении C∞ \D′ кото-
рых есть изолированные точки. С такими же исключениями круги в этом примере можно
заменить на относительно компактные в D всевозможные n-угольники или, более общо´,
односвязные подобласти [4; теоремы 4.2.1, 4.2.2], [10; 2.6.3] какого-либо специального вида.
Теорема 4. Пусть M = M+ − M− ∈ δ-sbh∗(D) с зарядом Рисса νM ∈ Meas(D), где
M+ ∈ sbh∗(D) ∩ C(D) и M− ∈ sbh∗(D), а также z0 ∈ D0 ∩ domM b D. Пусть для меры
ν ∈ Meas+(D) при некотором r0 ∈ R+∗ выполнено (2.5). Пусть UD0(D) — регулярная оп-
тимально исчерпывающая система областей в D с центром D0, для которой с некоторой
постоянной C ∈ R выполнены неравенства∫
D\{z0}
gD′(·, z0) dν 6
∫
D\{z0}
gD′(·, z0) dνM + C для всех D′ ∈ UD0(D), (3.1)
т. е. заряд νM — аффинное выметание меры ν для D вне z0 относительно класса функций
Грина gD′(·, z0) с D′ ∈ UD0(D). Тогда найдется функция u ∈ sbh∗(D) с мерой Рисса νu > ν,
удовлетворяющая неравенству u 6M на D.
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Доказательство. Пусть νM+ и νM− — меры Рисса соответственно функций M+ и M−.
Тогда равномерную по постоянной C серию неравенств (3.1) можно записать в обозначении
ν1 := ν + νM− в виде∫
D\{z0}
gD′(·, z0) dν1 6
∫
D\{z0}
gD′(·, z0) dνM+ + C для всех D′ ∈ UD0(D), (3.2)
где ν1, νM+ ∈ Meas+(D) — уже положительные меры. Выберем какую-нибудь субгармо-
ническую в D функцию u1 ∈ sbh∗(D) с мерой Рисса ν1. Для ее меры Рисса ν1, ввиду
условия z0 ∈ domM , а также условия (2.5) на z0, выполнено условие (2.5) с заменой ν на ν1.
Следовательно, M−(z0) 6= −∞ и обязательно u1(z0) 6= −∞. Далее потребуются вариации
утверждений из [6; основная теорема, теорема 6]:
Теорема B (частный случай [15; теорема (основная)]). Пусть функция M ∈ sbh∗(D) с
мерой Рисса νM ограничена снизу в некоторой открытой окрестности замыкания closD0,
u ∈ sbh∗(D) — функция с мерой Рисса ν на D и u(z0) 6= −∞, система областей UD0(D) —
регулярная оптимально исчерпывающая для D с центром D0 3 z0. Если3
−∞ < inf
D′∈UD0 (D)
(
−
∫
D\{z0}
gD′(·, z0) dνu +
∫
D\{z0}
gD′(·, z0) dνM
)
, (3.3)
то для любой непрерывной функции r : D → R+, удовлетворяющей условию (1.13), найдет-
ся функция v ∈ sbh∗(D), гармоническая в открытой окрестности точки z0, для которой
u + v
(1.14)
6 M∗r на D. При этом если еще и M ∈ C(D), то переменное усреднение M∗r в
правой части последнего неравенства можно заменить на M .
По теореме B, примененной к функциям u1 и непрерывной функции M+ вместо соответ-
ственно u иM , ввиду (3.2), соответствующего условию (3.3), найдется функция v ∈ sbh∗(D),
гармоническая в окрестности точки z0, с которой u1 + v 6 M+ на D. По построению
u1 ∈ sbh∗(D) с мерой Рисса ν1 := ν+νM− . Следовательно, мера Рисса функции u0 := u1−M−
— это мера ν, т. е. существует функция u := u0 + v ∈ sbh∗(D) с мерой Рисса νu > ν, для
которой u 6M+ −M− = M на D, что и завершает доказательство теоремы 4.
Следствие 1. Пусть в условиях теоремы 4 область D ⊂ C, M ∈ sbh∗(D) ∩ C(D) и
мера νM — аффинное выметание последовательности Z = {zk}k=1,2,... ⊂ D, z0 /∈ Z, для
D вне S := {z0} относительно класса функций Грина gD′(·, z0) с D′ ∈ UD0(D), т. е. для
некоторого числа C ∈ R выполнено условие (3.1) в виде∑
zk∈D′
gD′(zk, z0)
(1.6),(1.8)
6
∫
D\{z0}
gD′(·, z0) dνM + C для всех D′ ∈ UD0(D).
Тогда найдется функция f ∈ Hol∗(D), для которой f(Z) = 0 и выполнено неравенство
|f | 6 expM↑ на D, где поднятие M↑ определено в п. 1.2.1 в зависимости от вида области
D по пунктам (i)–(iii), исходя из произвольного выбора непрерывной функции r : D → (0, 1],
удовлетворяющей (1.13), в (1.15), (1.16), а также чисел ε > 0 в (1.15) и P > 0 в (1.17).
Выводится из теоремы 4 так же, как и импликация h3⇒h1 с поднятием M↑ из теоремы 3
в подразделе 2.3.
3К сожалению, в формулировке основной теоремы из нашей работы [6], на промежуточном этапе до-
казательства которой и основано [15; теорема (основная)], допущена досадная опечатка в знаках ±. Так,
используемое в ее формулировке соотношение [6; п. (h1), (2.11)] должно выглядеть в точности как (3.3).
Дальнейший комментарий — в сноске к [15; теорема (основная)].
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Замечание 4. Регулярную оптимально исчерпывающую систему областей UD0(D) с цен-
тром D0 ⊂ D в теореме 4 и следствии 1 на основе анализа тонких совместных результатов
В. Хансена и И. Нетуки [16] об аппроксимации мер Йенсена гармоническими мерами можно
заменить на систему областей D′ b D, включающих в себя область D0 b D и полученных
из исчерпывающей область D последовательности регулярных областей Dn b D, n ∈ N с
аналитической или кусочно линейной или иной «хорошей» границей удалением из областей
Dn всевозможных произвольных конечных наборов попарно не пересекающихся замкнутых
кругов. При этом для полученной системы областей надо все-таки требовать условную
инвариантность относительно сдвига в D из определения 2.
§ 4. Обращение с аналитическими и полиномиальными дисками
Важный подкласс в классе Jz0(D) мер Йенсена порождают аналитические диски в D с
центром z0. Аналитическим замкнутым диском в области D с центром z0 ∈ D назы-
вается функция g : closD → D, непрерывная на closD с голоморфным сужением в D, для
которой g(0) = z0 [17]–[20]. В частности, g(closD) b D. Для любого такого аналитического
замкнутого диска g легко показать, что функция от w ∈ C∞ \ {z0}, равная
1
2pi
∫ 2pi
0
ln
∣∣∣w − g(eiθ)
w − z0
∣∣∣dθ = 1
2pi
∫ 2pi
0
ln
∣∣∣1− g(eiθ)− z0
w − z0
∣∣∣dθ при z0 6=∞, (4.1o)
где при w =∞ подынтегральные выражения доопределены значением 0 (ср. с (2.9o)),
1
2pi
∫ 2pi
0
ln
∣∣∣w − g(eiθ)
g(eiθ)
∣∣∣dθ = 1
2pi
∫ 2pi
0
ln
∣∣∣1− w
g(eiθ)
∣∣∣dθ при z0 =∞, (4.1∞)
где при g(eiθ) =∞ подынтегральные выражения доопределены значением 0 (ср. с (2.9∞)),
— потенциал Йенсена внутри области D с полюсом в точке z0. В частности, (4.1) опреде-
ляет тестовую субгармоническую положительную финитную функцию для D вне {z0}. В
замечании 2 мы называли функции (4.1) логарифмическими потенциалами аналитических
дисков. Если аналитический диск g в области D с центром z0 ∈ D — многочлен комплексной
переменной, то естественно называть его полиномиальным диском в D с центром в z0 ∈ D.
Теорема 5. Пусть функция M ∈ δ-sbh∗(D) с зарядом Рисса νM , точка z0 6= ∞ и мера
ν ∈ Meas+(D) такие же, как в теореме 4. Если заряд νM — аффинное выметание меры ν
для D вне S := {z0} относительно класса функций (4.1o), т. е. существует постоянная
C ∈ R, с которой выполнено неравенство∫
D
1
2pi
∫ 2pi
0
ln
∣∣∣∣1− g(eiθ)− z0z − z0
∣∣∣∣ dθ dν(z) (4.1o)6 ∫
D
1
2pi
∫ 2pi
0
ln
∣∣∣∣1− g(eiθ)− z0z − z0
∣∣∣∣ dθ dνM (z) + C
для всех аналитических замкнутых или лишь полиномиальных дисков g в D с центром
z0, то найдется такая функция u ∈ sbh∗(D) с мерой Рисса νu > ν, что u 6M на D.
В случае субгармонической функцииM обсуждение схемы доказательства теоремы 5 содер-
жится в [7; 1.2.1–1.2.2, дополнения 1.2.3, 1.2.4]. Это одна из причин, по которой мы опускаем
здесь доказательство теоремы 5. Другая в том, что многомерный вариант теоремы 5 в Cn
более естественен и будет рассмотрен с применениями в ином месте.
Как импликация h3⇒h1 с поднятием M↑ в подразделе 2.3 и следствие 1 из теоремы 5
выводится
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Следствие 2. В условиях теоремы 5 вместо меры ν рассмотрим последовательность
точек Z = {zk}k=1,2,... ⊂ D ⊂ C, z0 ∈ D \ Z и предполагаем, что M ∈ sbh∗(D)∩C(D). Если
мера νM — аффинное выметание последовательности Z для D вне S := {z0} относительно
класса функций (4.1o), т. е. существует постоянная C ∈ R, с которой неравенство∑
zk∈D
∫ 2pi
0
log
∣∣∣∣1− g(eiθ)− z0zk − z0
∣∣∣∣ dθ 6 ∫
D
∫ 2pi
0
log
∣∣∣∣1− g(eiθ)− z0z − z0
∣∣∣∣ dθ dνM (z) + C
выполнено для всех аналитических замкнутых или только полиномиальных дисков g в D
с центром z0, то найдется функция f ∈ Hol∗(D), для которой f(Z) = 0 и |f |
1.2.1
6 expM↑
на D, где поднятие M↑ определено в п. 1.2.1 с комментарием из заключения следствия 1.
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